6 ZLOZONE ZAGADNIENIA ZGINANIA

6.1. Zginanie ukosne

Z artykuhlu 5.5 wiemy, Ze zgieciem uko$nym jest przypadek, gdy plaszczyzna IT,, dzia-
tania momentu M, nie pokrywa si¢ z zadna z dwéch gtdwnych centralnych osi y i z prze-
kroju (rys. 6.1). Przypadek taki sprowadzamy do superpozycji dwéch zgieé prostych,
rozkladajac wypadkowy wektor M, na skladowe momenty

M,=M,cosa, M,=M,sina, ~ (a)

ktérych wektofy pokrywaja si¢ z osiami y i z. Kazdy z tycﬁ momentow wywoluje zginanie
proste, z tym Ze przy dzialaniu M, $ladem warstwy obojetnej jest 0$ y; a przy dzialaniu

Rys. 6.1. Rozklad zginania ukbénego na dwa proéte'

M, — os z. Uwzgledniajac to, mozemy z wzoru (5.14) okresli¢ dla kazdego z tych przy-
padkow naprezenia normalne ¢’ i ¢’ dzialajace na teh sam element B przekroju. Dosto-
sowujac wzér (5.14) do oznaczen z rys. 6.1 mamy

“o'= —M,z/J,, o’ =—M,y/].. : (b)

Przy jednoczesnym dzialaniu M, i M naprczeme o w elemencie B jest, zgodnie z za-
sada superpozycji,
M,z _ M,y

7 7 (6.1a)
¥y z

o= —

i odpowiada dzialaniu wypadkowego momentu M,. Uwzaledniajac ponadto wzér (a)
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mozemy zamiast (6. 1a) napisaé
o= — Mgzcosa M, ysina ' - (6.1b)
J, 7, -

Tak wigc przy zginaniu uko$nym naprezenie o jest liniowa funkcja wspétrzednych y i z
badanego punktu przekroju. Jesli z kazdego punktu przekroju wystawié prostopadly

b)
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Rys. 6.2. Obraz naprezen przy zginaniu ukosnym i okresleniu punktéw o ekstremalnych napreZeniach

wektor 'a,. to konce tych wektorow utworza plaszczyzng (rys. 6.2a) przecinajaca plaszczyzng
przekroju wzdluz prostej ECD. Prosta ta jest sladem warstwy obojetnej, czyli osig obojetng.
Jej rownanie otrzymujemy wstawiajagc ¢ = 0 do wzoru (6.1b), tj. :

Ty tga. | 6.2)

z=-y 5

Jak widaé, o§ oboj¢tna przechodzi przez poczatek ukladu, tj. -$rodek cigzkoéci - ze-
kroju. Jesli J, # J,, to jej kierunek nie pokrywa sig z kierunkiem wektora M, i warstwa
obojetna nie jest prostopadla do ptaszczyzny 77, dzialania momentu M, lecz jest obrécona
w strong osi gléwnej odpowiadajacej najmniejszemu momentowi bezwladnosci® (rys. 6.2b).
W przypadku J, = J, warstwa obojetna zostaje prostopadia do plaszczyzny I7,,. Dla
takiego przekroju kazda o$ centralna jest gléwna (art. 4.4) i zgigcie zawsze jest proste.

Znajac polozenie osi obojetnej mozemy latwo okreslié ekstremalne wartoéci haprg-
- Zen g.. Skoro-kofice wektoréw ¢ tworza plaszczyzng (rys. 6.2a), to warstwice tgj plasz-
czyzny, a wigc linie ¢ = const, sa réwnolegle do osi obojetnej ECD. Im rzedna warstwicy
jest wigksza, tym ta warstwica lezy dalej od linii ECD. Wynika stad, ze punktami prze-
kroju (rys. 6.2b), w ktérych dzialaja o., s3 punkty 7 i 2, ktérych odlegtoéé od osi obojgtne;j
jest najwigksza. Wartosci ¢, otrzymamy wstawiajac do (6.1b) ich wspélrzedne y;, z,
Oraz y,, z,, przy czym wspélrzedne te sa wielkodciami algebraicznymi i na przyklad
Y1 >0,z >0,ale y, <0i 2z, <0. : ) '

W przekrojach bardziej ztozonych dla wyznaczenia wspétrzednych punktéw najbardziej
odleglych od. osi obojg¢tnej ECD stosujemy z reguly sposéb wykreslny, ktérego istote
wyjasnia rys. 6.2c.

D Jedli J,> J,, to tg = () tg x> tg o, skad B> o
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~ Lini¢ ugi¢cia belki ukosnie zginanej najlatwiej jest wyznaczy¢ stosujac, jak poprzednio,
zasade superpozycji. Biorac przykladowo wspornikowa belke (rys. 6.3), w ktérej glowne
centralne osie y i z s3 znane, i rozdzielajac obciazenia Q, i @, na dzialtajace w plaszczyznie

Rys. 6.3. Okredlenie linii ugiecia przez superpozycje

xz, tj. Py i Py, iyz, tj. H, i H,, mamy w kazdym z tych dwéch przypadkSéw do czynienia
ze zgi¢ciem prostym w odpowiedniej plaszczyZnie, a wigc z powtérzeniem znanych juz
z art. 5.8 i 5.9 zagadnieri, Wypadkowe ugiecie f. w przekroju okreslonym odcieta x jest
réwne geometrycznej sumie ugieé w(x) i v{x), a jego warto§é

fe = /P +W(x). ©

Przy zginaniu uko$nym linia ugiecia. belki jest na ogdt krzywa przestrzenna i staje sig
plaska tylko wtedy, gdy stosunek ugieé v(x)/w(x) jest niezalezny od x. W belkach pryzma-
tycznych i przy jednakowych warunkach podparcia w obydwdch plaszezyznach xz i yz za-
chodzi to wtedy, gdy wszystkie sily obciaZajace dzialaja w jednej plaszczyZnie. W oma-
wianym przykladzie (rys. 6.3) warunek ten sprowadza sie do rownosci o, = a,.

W przeprowadzonej analizie przyjeto, Ze usytuowanie gléwnych centralnych osi jest
znane. Dla belek o przekroju niesymetrycznym pociaga to konieczno$é calej procedury
opisanej w art. 4.4. Powstaje pytanie, czy tej operacji wyznaczania giéwnych centralnych
osi nie mozna omina¢. Innymi stowy, chcemy okreéli¢ naprezenia ¢ w danym przekroju

"belki (rys. 6.4a) znajac J,, J, oraz J,;z wzgledem centralnych, lecz niegléwnych osi y, z
i momenty M,, M,. Aby rozwiazaé to zadanie, wykorzystajmy znany juz fakt, ze kofice
wektoréw ¢ tworza plaszczyzng przechodzaca przez poczatek uktadu. Réwnanie tej plasz-

czyzny jest wigc

c=B,z+B,y, (d)

gdzie B,, B, nie-znane na razie wspolczynniki. Aby je okresli¢, wykorzystajmy to, ze mo-
ment wzgledem osi y wszystkich elementarnych sit ¢ d4 musi byé réwny wypadkowemu
momentowi M,, a wzgledem osi z momentowi M,. Wynikaja stad dwie zaleZnosci

- [oddz=M,, ~ [oday=M,. - ©
A A )
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Podstawiajac do zaleznos$ci (e) ¢ wedlug wzoru (d)

B, [ z2dA+B, [ yzdA= —M,, B, [yzdA+B, [y*dd=—-M,
A A A A

po uwzglednieniu znanych z rozdz. 4 definicji
| J,= [22dd4, J,,= [yzdd, J. = [y2d4
A_ A A
otrzymujemy nastgpujace dwa réwnania:
B,J,+B,J,,=—M, BJ.+BJ, =-M_,
ktérych rozwigzanie wzgledem B, i B, daje wynik .
- M '
Bz_= — M (M JYZ/JZ) By —_ ( JYZ/‘I,V) (f)
I =50, 001 o [1 (5l 0] .

Aby uprosci¢ te wyrazenia, wprowadzamy pomocnicze wielkoSci

.Iy,) ( J,,z) 1 J2, :
— — = —M —_—= —_—————— -3
=M -M 32 Memn(MomE) oo 6)
Dzigki temu réwnanie (d) przyjmuje postac ‘
' M,z M, y )
e ©64)

~ przypominajaca wzor (6.1a) i przechodzaca w niego; gdy osie y, z sa gléwne, czyli Jye = 0.
W tym ujeciu wzér (6.1a) mozna traktowaé jako szczegdlny przypadek zaleznosci (6.4).
Dalsze etapy badania naprezen, a wiec wyznaczeme osi obojetnej i ekstremalnych wartosci o
przebiegaja identycznie jak poprzednio. :

Rys. 6.4, Analiza uko$nego zginania w ukladzie osi niegtéwnych

Aby okresli¢ ugigcia belki w ukladzie niegldwnych osi y i z, wyznaczmy najpierw
wzgledne odksztalcenia ¢* pewnego widkna BC przy wymuszonym zgi¢ciu w plaszczy-
Znie xz (rys. 6.4b). Obraz odksztalcen jest identyczny z pekazanym na rys. 5.29, wobec
czego 'z wzoru (5.7) mamy

e* = —Z/QZI’
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gdzie o, — promien krzywxzny osi 00, w plaszczyinie xz. Podobnie przy zglccm w plasz-
czyznie xy (rys. 6.4c) otrzymamy dla badanego widkna

e** = —y/Qy-

Przy jednoczesnym zgigciu w obydwoch plaszczyznach catkowite wydluzenie ¢ = e*+¢**.
Uwzgledniajac ponadto, ze ugiecia belki sa male, mozemy podobnie jak w art. 5.8 napisa¢

I/Qt rw, 1/93 v,

gleC wivsa odpow:edmo przemieszczeniami punktu osi w plaszczyznach xzi xy. W re-
zultacie mamy

e= —zw' —yv’. ’ ()
Odpow1ada_|qce temu odksztalceniu naprezenie e |
‘ o=Ee= —Ew'z—Ev"y : (h)

musi by¢ dla wszystk:ch mozliwych wartosci y i z tozsamosciowo réwne warto$ci ¢ okre-
slonej wzorem (6.4), skad wymka_]q zaleznosci *
m, f

EJ. (6.5)

w'(x) =

v'(x) =

y
EJ,
wyrazajace drugie pochodne wielkosci v i w w funkgcji pomocmczych wielkosci M, P, 1%
- okreslonych poprzedmo i zwigzanych z obciazeniem i geornetrycznyml wlhasnoéciami prze-
kroju. Tak wigc okresienie linii ugigcia w ukladzie osi niegtéwnych sprowadza si¢ do
identycenych réwnan jak w przypadku zgiecia prostego, z tym tylko, Ze zamiast rzeczy-
wistych momentéw gnacych M, i M, wchodza wielkosci pomocnicze M, i M, majace
ten sam wymiar, tj. Nm, co i momenty gnace. Jesli wigc okre§limy przebieg M, (x) i M, (x),
to lini¢ ugiecia mozna wyznaczy¢ analitycznie lub wykresinie wykorzystujac wszystkie
nabyte poprzednio wiadomosci.

Podany powyzej drugi wariant analizy zginania ukosncgo jest lepszy od pierwszego
wtedy, ‘gdy ukiad niegléwnych osi y, z jest w jaki$ szczegdlny sposéb wyrdzniony sposréd
innych. Taka sytuacj¢ mamy na przyklad w profilu zetowym, katowniku itp. .

Zadania

1. Na wspornikowa belke o przekroju skrzynkowym dziata prostopadia do csi sita P = 4 kN
(rys. 6.5) o zmiennym kierunku (0 < « < 2m). Obliczy¢ maksymalne naprgzenie w nnebezplecznym
przekroju belki. Wyznaczy¢ tor punktu A, gdy o zmienia si¢ od 0 do 2r,

Odp. Niebezpieczny jest przekrdj B, albowiem i M,, i M, sa tam ekstremalne. Z kolei w tym przek-
roju niebezpieczny jest punkt I o wspdlrzednych y, = Scem i zy = 7,5 cm. Podstawiajac do (6.1a)
M, = 4000-1,5 cos &, M, = 4000:1,5 sin &, J, = 753 cm*, J. = 399 cm* oraz y, i zy mamy w wyniku

G = —59,8 cos ®—75,3 sin & = —96,1 sin (x+38,5°) MPa.

Tak wchnméksymalne G.sa 96,1 MPai wyst@qua, gdy & = 231,5° lub & = 51,5°, Te same maksymal-
ne naprezenia, tylko przesunigte w fazie, wystapia w narozach 2, 3 i 4 przekroju B.
Ugiecia w4 1 vy (rys. 6.3) wedlug wzoru (5.25) sa (w mm)

wa == Pcos & I3/3EJ, = 3,00cos &, v4 = Psinxl*3EJ, = 565sin«,
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Po wyrugowaniu kata « otrzymujemy stad
. (wa/3,00)* +(v4/5,65)* =1,
a wiec tor punktu A jest elipsa o polosiach 5,65 mm i 3,00 mm,

T

10cm.

wymiary
brzekrgju:
Jy=753cm4
- Jp=399¢m#* .
E =2105MPa

Rys. 6.5. Przyklad analizy zgiecia uﬁos’nego w ukladzie osi giéwnych

2. Wyznaczyp o, w niebezpiecznym przekroju belki (rys. 6.6). Dane gléwne centralne momenty
J, =283 cm?, J, = 25 cm* oraz & = 22,2°, ~ :

TANEN
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‘Rys. 6.6. Konfrontacja metod analizy zgiecia ukosnego
a) szkic belki; b) ukiad gléwnych, centralnych osi y, 7; ¢) ukiad osi y, z centralnych, lecz nieglownych.,

> Rozwiazanie. Ekstremalny moment gnacy (M,) = 2400 Nm dzlala w przekroju B, jego wektor
jest do’plaszczyzny rysunku prostopadly. Po narysowaniu tego przekro_]u, umiejscowieniu gléwnych
osi ¥ i z oraz wektora M, (rys. 6.6b) okre$lamy z (6.2) polozenie osi obojetnej ECD a mianowicie(!?

Z= —y(283/25) tg (—22,2°) = 4,61y,

-

a wigc of ta biegnie w I i JII ¢wiartce ukladu osi ¥, z. W poréwnaniu z M, jest ona obrécona w strone
osi z, bo J; < J,. Widaé, ze najbardziej odlegte od osi ECD sa punkty I i 2, ktérych wspotrzedne od-
czytane z rysunku $3 ¥, = —¥; = —2,4cm, z; = —7, = 4,4 cm, Podstawiajac te dane do wzoru
(6.1b) przy uwzglqdmemu, 2e M, < 0 (przeciwne niz na rys. 6.1), mamy

0. =122 MPa, o, = —122 MPa
M Kat x = —22,2° < 0, gdy? jest przeciwny do podanego na rys. 6.1.
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odpowiadajace punktom 7 i 2. Dla innych punktow, np. punktu F, wartoié oy odczytujemy z v-ykresu
podajacego rozklad naprezehn w kierunku prostopadlym do osi obojetnej. :

Przerobiony przyklad unaocznia nicodzowne w zagadnieniach zginania ukosnego operowanie
rysunkiem przekroju. Szczegélnie waine jest prawidlowe naniesienie knerunkéw gléwnych centralnych
osi 1 wektora momentu M,.

3. Powt6rzy¢ zadanie 2, stosujac uklad osi y, z, centralnych nieglownych (rys 6.6¢). Dane J, =
= 246 cm*, J, = 61,5 cm*, J,, = 90 cm*.

Rozwigzanie. W takim ukladzie osi: M, = —2400 Nm, M, =0 (rys. 6.4a). Wielkosci po-
‘mocnicze obliczone z (6.3) sa '

% =215, M, = —5,16 kNm, M, = 1,89 kNm,
i po podstawieniu ich do wzoru (6.4) mamy
| 0= 2100:-3070y (MPa, gdy yizwm).
Roéwnanie osi obo_lgtnej ECD otrzymamy biorac o = 0, skad '
z = 1,46y,

ktoérej przebieg jest taki sam jak na rys. 6.6b. Naprqzeme cr w punkcie I (y. = —0,5cm, z; = 5,0 cm)
jest

G, = 21()0-5-10"2—{—3070'0,5-10"‘z =~ 121 MPa

i w granicach bledéw rachunkowych pokrywa si¢ z wynikiem poprzednim.

4. Udowodnié¢ (bez rachunkéw), ze przy ukoSnym zginaniu pryzmatycznej belki obciazonej tylko
sitami skupionymi badZ momentami (rys. 6.7) niebezpieczny jest jeden z przekrojow A, B, C, a nie.
zaden posredni.

pr*zekr'q;
belki

Rys. 6.7. Przyklad liczbowy; okreslenie reakcji i M, oraz M,
Dane: P=2kN, H=2kN, I=1m, J, = 116 cm*, J, = 19,5cm*, J,, = —26,7cm*, E == 2-10° MPa.

Rozwiazanie. Przy takim obciazeniu na kolejnych odcinkach belki momenty M, i M, oraz ut-
worzone z nich 3¢, i MM, sa liniowymi funkcjami x. Naprezenie o w pewnym wldknie (¥ = const, z =
= const) na danym odcinku jest tez liniowa funkcja x, a wiec majaca ekstremum na koficu lub pocza-
tku tego odcinka, czyli w przekroju przylozenia obciazenia, c¢.b.d.d. Spostrzezenie to ogranicza liczbe
koniecznych do zbadania przekrojow belki.’

5. Obliczyé o, w przekroju B belki z rys. 6.7.

' Odp. M, = —1kNm-<0, M;=05kNm > 0 (porébwnaj rys. 6.4a); wielkoSci pomocnicze
x = 1,510, M, = —440 N'm, M. = 396 N m; z wzoru (6.4) ¢ = 379z—2030y (MPa, gdy y i z wm);
rownanic osi obojetnej z = 5,35y, niebezpieczny jest punkt 2 (y = 3,87 cm, z = —3,6 cm), w Ktérym

g, = 92,3 MPa.
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6. Wyznaczy¢ lini¢ ugiecia belki (rys. 6.7). W plaszczyZnie xz belka ta jest wspornikowa utwier-
dzona w A, w plaszczyZnie yz jest ona belka na podporach A i C.

‘Rozwiazanie. Warunki podparcia wyrézniaja tu szczegdlnie uktad osi niegtéwnych y, z i dla-
tego wykorzystamy metodg wykresing opierajac si¢ na wzorach (6.5). Wykresy I, i M, sa ztozone
'z ‘odcinkéw prostych (zadanie 4) i do ich okreSlenia wystarczy znaé rzedne w przekrojach 4, B, C.
W przekroju C jest (M,)c = (M.)c = 0. W przekroju B jest (PM,)s = —440 Nm, (D,)s = 396 Nm
(zadanie 5), wreszcie w przekroju A4 jest (D,), = —3020 Nm i (M,).=—717 Nm, gdyz M, =
= —2 kN m, a M, = 0. Majac te dane budujemy wykresy I, (x) i M.(x) (rys. 6.8) i znana juz metoda

ptaszczyzna xz (pionowa) ‘ ptaszczyzna xy (pozioma)
H : L N
wwiabg{a oSt VFA H
N fe—05m 0,5m ——=
1A B c
B e ey R
+ X

“—717Nm 396NM gy A7
——t

gy
A i

Vi  V%=930Nm?
¥,=352Nm?2
¥;=115,3 Nm?

|
e ’
R -
: |BII c
-0,25 i f—?""'—
i .
\é_<

-0,50 B!
linia ugiecia | ' ‘inf“{a‘éggicé%-
-075F W ptaszczyinie xz wp yenis xy

Rys. 6.8. Przykiad liczbowy: wykre§lne wyznaczenie linii ugiecia

wykre§lna wyzhaczamy linie ugiecia w obydwdéch plaszezyznach, przy czym przyjeto zamiast rzeczy-
wistych EJ, = 2,32-10° Nm? i EJ, = 0,39-10° N m? odpowiednie sztywnosci 250 i 400 razy mniej-
sze. Dla przykiadu przeliczmy ggiqcie w przekroju B. W plaszczyZnie xz odcigek B’’B’ w skali rysug,ku
bkelki jest 27.5cm, a w plas;czyinie xy jest 18 cm, skad otrzymujemy

> wp =27,5/250 = 1,10 mm, vp = 18/400 = 0,45 mm,
a wypadkowe przemieszczenie
Sz =y/vs+ws =119 mm.

Konfrontujac rys. 6.7 i 6.8 widzimy, ze punkt B przesuwa sie pionowo do dotu i poziomo®? w kierunku

Sily H. .
4

) Uklad osi xv na rys. 6.8 przyjeto tak, ze zwroty osi v i y sa zgodne. Odcinek B’'B’ odpowiada
v < 0, czyli w kierunku sity H. . '

10 Wytrzymato$é materialdw
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6.2. Zginanie pretow krepych przy istnienin sil wzdluznych

Zginanie z jednoczesnym §ciskaniem lub rozcigganiem wystepuje, gdy sily obciaZajace
s3 nachylone do osi preta (rys. 6.9a). Przypadek taki sprowadzamy do superpozycji roz-
patrzonych juz przypadkéw. Widzimy bowiem, Ze P, wraz z reakcjami R, i Rp przedstawia

a)

o P =pPsi sumaryczny
AR, f=Psinoc ARy I rozktad o
A ID B
.’T- z z - = R X Gmin
ATRE__ x| B=Peosc b
- a— ; ot b ——
,0 T,
NA
Siillls ] ’
- o" ~
0 " ' ; Tz
TA y
T=Ry=R b/l k
SR P T=-Ry=-P,/l rozktad T
olfVIIlllll‘l / - N
/ X

Rys. 6.9. Analiza jednoczesnego zginania i rozciggania

poprzeczne zginanie, w ktérym wysilek przekroju stanowia podane wykresami: sila
tngca T i moment gnacy M,. Sita P, wraz z reakcja H, = P, przedstawia znany z rozdz. 2
przypadek rozciagania, w ktérym wysilek przekroju stanowi sita wzdluzna N o przebiegu
podanym na wykresie. Rozklady napre¢zen odpowiadajace.tym przypadkom skladowym
(rys. 6.9b) okreslamy ze znanych juz zalezno$ci. Jesli zgigcie jest proste, to w obranym
przekroju D naprqiema o' ir, odpownadajqce zginaniu wyznaczamy z wzoréw (5.14)
i (5.18), tj.
o =-M,z|J,, t.=TS?,b,,

podczas gdy odpowiadajace rozciaganiu naprezenia ¢’ sa
o = N/A.

Zgodnie z zasada superpozycji, przy jednoczesnym zginaniu i rozciaganiu mamy w obra-
nym widknie napr¢Zenia normalne

c=0¢'+06" = (N/A)—(M,. z[J,), | (6.6)

a naprezenia. 1, zostaja jak powyzej. Ekstremalne naprezenia normalne wystepuja w skraj-
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nych widknach D’ i D” i przy wykorzystaniu pojecia wskaznikéw wytrzymalosci W,
i W, sa ‘ :

N M, N M,
=, max ~~ 4 } TR 6.7
Omin 4 VV; 1 . ( )

W przypadku ukos$nego fginania i jednoczesnego rozciagania lub $ciskania (rys. 6.10)
napr¢Zenia od zginania okre§lamy z wzoréw (6.1a) lub (6.4), zaleznie od tego, czy centralne
osie y, z sa gléwne, czy tez nie. W wyniku mamy odpowiednio . |

N M,z M,y N Dz M,y
A"y, Ty b T4 T T L

(6.8)

19 o¢ obojetna

Rys. 6.10, Jednoczesne zginanie ukosne i rozciaganie

Szczegdlnym przypadkiem zginania \i jednoczesnego rozciagania lub $ciskania jest
mimoSrodowe rozciqganie lub Sciskanie, gdy obciaZenie preta stanowia sily wzdtuzne réwno-
legle do jego osi (rys. 6.11a). Odleglo$¢ e miedzy linia dzialania sily a osia nazywamy

o$ abqjetnx)

Rys. 6.11. Analiza 'mimoérodowego rozciagania
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mimosrodem sfly. Prowadzac mySlowy przek}éj i badajac réwnowage odcigtej czesci
otrzymujemy nastgpujace skladowe wysitku tego przekroju:

N=P, M,=—~Pe, M,= —Pe, (a)

' przy czym ujemne wartosci M, i M, wynikaja z konfrontacji rys. 6.11 i 6.10. Zakladajac,
Ze osie y i z sa centralne gléwne, mamy z wzoru (6 8) dla pewnego punktu F przekro;u
warto$¢ op

- _£_+.Pe,z+Peyy
F™4 J, J,

(b)

skad wynika, Ze konce wektoréw oy tworza plaszczyzng. Aby wyznaczy¢ ekstremalne
naprezenie o,, celowe jest znaleZé naprzod o obojetna a-a, dla ktérej or = 0, tj.

(1/4) +(ze,/J,) +(ye,/d2) = 0, . (c)

a nastgpnie okresli¢ taki punkt D, ktorego odlegtoé¢ od prostej a-a ]est ekstremalna
(poréwnaj rozumowanie w art. 6.1, rys. 6.2b).

'Z zaleznoéci (c) wynika, ze o§ obojetna nie przechodzi przez Srodek cigzkodci prze-
kroju. Zaleznoéci tej nadajemy inna posta¢ wprowadzajac nowe pojecie promieni bez-
wladnosci i,, i, wzgledem centralnych giéwnych osi y i z

7, 7, -
=]/ Lo =]/ e (69)

Dzigki czemu zamiast () mozemy napisaé

&z &Y

2 2
1y L

+1=0. . (6.10)

Z zaleznoéci tej widaé, ze pezy dostatecznie malych mimos$rodach e, i e, 0§ oboj¢tna jest.
przeshniqta poza obreb materialnego przekroju preta. To oznacza, ze na calym przekroju
dzialaja jednoimienne naprezenia. Przypadek taki ma duze znaczenie w konstrukcjach
inzynierskich, w ktérych stosowane sg materialy, jak cegla lub-beton, majace mala wy-
trzymalo§¢ na rozcigganie i wielokrotnie wigksza wytrzymato$é na $ciskanie. W Kon-
strukcjach takich pozadane jest, aby przy mimo$rodowym $ciskaniu preta napr¢zenia
‘na calym polu przekroju byly $ciskajace. Spelnienie tego warunku jest mozliwe, gdy
mimoséréd sily nie wykracza poza pewne granice. W konstrukcjach maszynowych zagad-
nienie to nie ma duzego znaczenia.

 Ekstremalne napreZenia ¢,, okre$lone z wzoréw (6.7) lub (6.8), umozliwiaja ocene
bezpieczenstwa ustroju. Jak~wiemy bowiem z rozdz. 5, punkty przekroju, w ktorych
wystgpuja 0., sa wolne od naprezen stycznych.(’ Wlasciwosci tej nie zmienia istnienie
sity wzdluznej i kryterium bezpietzenistwa, tj. o, < k, lub o, < k. zostaje bez zmiany.
Jest rieczq oczywista, ze kryterium to musi by¢ spelnione we wszystkich przekrojach, z czym,
podobnie jak i w zginaniu belek, wiaze si¢ poszukiwanie tzw, przekrojow niebezpiecznych.

(1 Z wylaczeniem przekrojow cienkosciennych (rozdz. 13).
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Z.adania
1. Whelce (rys. 6.9) P=10kN, / =3m,a=2m, & = 30°, Wyznaczyé naprezenia o, w nicbez-
piecznym przekroju jesli belka jest rura o wymiarach d, = l4cm, d; = 16cm.

Odp. P, 2 8,7kN, P, =5kN, W, =W, =n(d}— d$)/32d, = 167 cm?, A = 47 cm?; niebeZs
pieczny przekrdj tuz z lewej strony - punktu C, gdzie N = 8 7 kN, M, = 3,33 kN m; z wzoru (6.7)
o, = (8,7-10%/47-10-%)+(3,33-10%/167-107°) = 21,8 MPa.

2. Niewazka dwuteowa belka ACB (rys. 6.12) podparta jest pretem DE, przy czym przegub E
jest umocowany na belce mimosrodowo (e = 12 cm). Wyznaczy¢ o, w niebezpiecznym przekroju belki.

| £=3m ———><,a-=1ﬂiﬂpz_10kN RA ’
A . C\ -_O— _:/A . ‘ l/C _'_B
% é o 3 B y 2 ‘ﬂ
i ‘ a-a g ‘
v T et
7 C ¥ _
Y A t o ) _}E 0 , = VEA %
o | | " N=H; =H, ér
A2Semd e I
. W’: ”:1 7 3 i g l _
tgoe=(b-e)/! =0,460 VY Wy =117cm? .0 ‘ L,
sincc =0418 TI =-Ry4 LT=P
o=t /) SERENR 4N NNNANNNEREENEE] >

Rys. 6.12. Przykiad liczbowy

Rozwigzanie. Istotne w tym zadaniu jest zbadanie roli mimosrodu e. Z warunku rownowagx
momentéw wzgledem 4 mamy $ciskajaca site w precie DE: N' = P (I4+-a)/b cos o = 29,4 kN. Na bel-
ke w punkcie E dzialaja skladowe Rz = N’sino = 12,3kN i Hg = N’ cos & = 26,7 kN, Wykres
‘M, ma w punkcig C przeskok AM, albowiem dla przekroju tuz na prawo od punktu C jest M, = Pa =
= 10 kN m, natomiast w przekroju tuz na lewo od tego punktu jest M = Pa—Hge = 68 kNm.
Badajac o. w pierwszym przypadku mamy o, = 10-103/117-107¢ = 85 MPa natomiast w przekroju
drugim o, = (HE/A)—i—[(Pa HE e)/W,] = 70 MPa. Nlebezpleczny jest wiec przekrdj tuz z prawej stro-
ny C.
3. W dwuprgtowej kratownicy (rys. 6.13) ze wzglgdéw konstrukcyjnych prety nie sg proste, lecz
zalamane, tj. AEC i ADB (a = 20 cm). Jaki wzrost naprezen spowoduje taka ‘modyfikacja? W obli-
czeniach przyjaé 4 = 23 cm?, W, = W, = 117 cm®.

Odp. Pierwétnie pret AB byl sc1skany, pret AC rozciagany, przy czym Ny = —Nug = P = 40 kN,

Rys. 6.13. Przyklad liczbowy .
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a_napreienia ¢ = P/4 = 17,4 MPa. Po modyfikacji kazdy z peréw jest zginany i jednoczeénie $cis-
kany lub rozciagany, przy czym sily obcnazajacc zostaja bez zmian. W niebezpiecznym przekroju tuz
obok wierzchotka D (lub E)

My=N,;a=80KkNm, N=N_,cosx=2396kN,
a ekstremalne napreienia o, = —(N/4)—(M,/W,) = —85,5 MPa sa prawxe 5-krotnie wicksze od
pierwotnych. Stwierdzenie to dobitnie ilustruje ujemne skutki tego rodzaju modyfikacji.
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Rys. 6.14, Rys. 6.15. v : Rys 6.16,

4. Dwuteéwka (tys. 6.14), dla ktérej J, = 171 cm*, J = 12 2 cm*, 4 = 10,6 cm?, éciskana jest
sita P = 20 kN przylozona w punkcie C. Wyznaczy¢ polozenie osi obo_lqtnej oraz ekstremalne napre-
Zenia Sciskajace i rozciggajace.

Odp. Réwnanie osi obojetnej a-a: 0,31z—2,17y+1 = 0. Ekstremalne §ciskajace naprezenia
— 151 MPa w punkcie C, ekstremalne rozciagajace 113 MPa w punkcie B.

S. Nier6wnoramienny katownik (J, = 116 cm*, J, = 19,5 cm*, Jyr = —27,6 cm*, 4 = 11,5 cm?)
rozciagany jest sita P przylozona w punkcie E (rys. 6.15). Jaka moze by¢ ta sita, aby bylo |u,| < 140 MPa.

Rozwiazanie. Musimy tu stosowaé drugi z wzoréw (6.8), gdyz centralne osie y, z nie s3 gléwne.
Biorac zrysunku e, = —1,53 cm, ¢, = 1,4 cm i zakladajac Py = 1 kN mamy z wzorbéw (a): N = 1 kN,
M, = ——I4Nm M, =153 Nm, a z wzoréw (6.3)

*=1,510, 9M,=11,6 Nm, D, =181 Nm.
Podstawiajac te dane do drugiego*wzoru (6.8) marhy
o =0,87-10,02—929y (MPa, gdy yi z w m).

Z obrazu osi obojetnej a-a na rysunku przekroju wynika, Ze niebezpieczny jest punkt D (y = 3,87 cm,
z = —3,6 cm), w ktérym op = 0,87+0,36—3,59 = —2,37 MPa. Aby spelnié¢ warunek o, = 140 MPa,
‘musnmy P, zwigkszy¢ w stosunku 140/2,37 = 59,1, skad szukana warto$é P ~ 59 kN.
6. W celu zmniejszenia naprezefi w rozciagganej dwutedwce (wymiary jak w zadaniu 4) dospawano
jednostrennie nakladke (rys. 6.16). Czy takie rozwiazanie odpowiada zamierzeniom ?
Odp. Nie. W konstrukcji pierwotnej ¢y = P/d; w zmodyfikowanej §rodek cigzkosci przekro;u b-b
ulega przesunigciu, a mimo$réd e; = 2,0 cm. Dla przekroju b-b jest J = 287 cm*, = 16,6 cm?
i‘z wzoru (b) dla punktu E mamy oy = 1 ,15(P/A) = 1,1560,.



